MATEMATICA

A DOUA SANSA



Lectie introductiva

Orice problema ar fi in atentia noastra, recomandam sa incercati cat mai frecvent
organizarea informatiei noi, sa folositi diversi organizatori, grafici, sau de alta natura.
lata un exemplu. Tn primul

capitol veti discuta despre

diferentele dintre deductie si
inductie, asa cum apar
acestea in gandirea noastra, in
matematica sau in contexte
mai largi. Pentru o intelegere
mai simpla a fenomenului,
poate ajuta, cu siguranta, ceva

de felul urmator:
DEDUCTIE INDUCTIE

Tnsusi desenul sugereaza esenta: deductia trimite de la general la particular, din

exterior spre interior, de la general la particular. Tn cazul inductiei, desenul ne

aminteste contrariul. Puteti explica ce inteles are desenul pentru voi? Asemenea reprezentari
puteti face cu usurinta. Profesorul vostru va va ajuta, cu siguranta. Puteti folosi tabele, grafice,
desene, scheme, planuri, s.a.m.d., in functie de scopul pe care il aveti si de natura problemei.
Tn introducere, sa vedem Tmpreuna o problema, pe care vrem si o analizam in spiritul acestui
ghid. lata situatia:
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Pe o strada a unui oras se afla o benzinarie. La un moment dat, pe partea cealalta a strazii, se
deschide o alta benzinarie, aproape de prima. Exista o lege, care permite modificarea pretului
benzinei doar o data pe luna, exact in data de 15 ale fiecarei luni, pana cel tarziu la ora 24.
Proprietarii celor doua benzinarii nu cunosc intentiile lor reciproce de a majora sau nu pretul.

Si care e problema? — ne putem intreba, pe buna dreptate. O situatie devine problema, doar daca
0 percepem ca atare. Daca asa stau lucrurile, atunci ne putem formula o serie de ntrebari care
vor dezvalui caracterul de problema. Spre exemplu:

1. Se apropie data de 15. Majoram sau nu majoram pretul?

2. Avem vreun motiv sa majoram?



3. Ce va face benzinaria vecina? Va majora si ea?
4. (Intrebarea voastra)
5. (intrebarea voastra)
Fara Tntrebari de acest fel, problema nu este problema. Unele Tntrebari se leaga
direct de context, altele mai putin.

Care credeti ca este intrebarea cea mai ,,arzatoare” din lista de mai sus?

Tn toate cazurile, este foarte important sa distingem intre ce stim (datele problemei) si ce vrem sa
aflam (cerintele problemei). De cele mai multe ori nu avem cale directa sa aflam raspunsul la
intrebarea noastra. Pe mine m-ar interesa daca vecinul mareste pretul, sau nu, in data de 15.
Credeti ca ar fi 0 masura desteapta sa ma duc sa-l intreb pe patronul vecin? Ar spune, oare, ce
intentie are? Si chiar daca Tsi declara intentia, este sigur ca o va respecta pana la miezul noptii?
Sau, sa Tncerc mai bine o rezolvare de alta natura? In spiritul acestui ghid, DA! Tncearca o
rezolvare a ta, o strategie cat mai independenta, o solutie care sa-ti apartina!

Comentarii.

» Mai important decat solutia problemei este modul in care ajungem (sau nu!) la ea

« S-ar putea sa nu putem gasi solutie la problema noastra

» S-ar putea sa gasim mai multe rezolvari

Discutati in clasa despre aspectele prezentate mai sus. Alegeti spre analiza alt text (alt context de
problema), care sa va permita discutii similare. Este important sa observati ca nu despre
,,probleme de matematica” va fi vorba, ci despre probleme cotidiene, pe care vom incerca sa le
abordam (si) cu ajutorul

matematicii. Pentru acest lucru, avem nevoie de cateva ,,instrumente”:

cunostinte, deprinderi de lucru si — foarte important — o atitudine pozitiva fata de

aceasta provocare.

* Puteti sa dati exemple de cunostinte matematice pe care le aveti?

(Ajutor: triunghi, numir, )
« Puteti exemplifica deprinderi de lucru folosite des in matematica?
(Ajutor: calcul, desenare, )

Reflectati asupra unor atitudini pe care e bine sa le avem in procesul de Tnvatare.

Un exemplu: CURIOZITATEA.

Cert este ca avem nevoie de o0 gandire cat mai corecta, cat mai rationald, cu un

cuvant, de logica. De ce? lata un exemplu celebru: Un crocodil prinde un copil, dar i promite
tatalui acestuia ca 1l lasa liber, daca tatal va ghici ce face el, crocodilul. Tatal spune: — Nu il vei
lasa pe copilul meu. Puneti-va n rolul crocodilului si ganditi-va ce va trebui sa faceti. Sa nu
uitati, ca sunteti un ,,crocodil” cinstit!



Capitolul |

Provocarile matematice sunt, de fapt, problemele. Problemele pe care trebuie sa le infruntam zi
de zi, unele exprimate n limbajul matematicii, altele in mod obisnuit.

Nu exista rezolvare de probleme fara sa ne gandim ordonat, fara sa facem apel la reguli si la
logica.

Tn capitolul 1 am grupat acele cunostinte introductive si elementele de logica de care avem
nevoie n rezolvari de probleme. Temele cu care veti face cunostinta sunt:

1.1. Multimi si putina logica;

1.2. De la ipoteza la concluzie;

1.3. Deductie si inductie;

1.4. Logica de toate zilele.

Lectiile va vor ajuta sa va insusiti 0 serie de termeni si notiuni pe care le vom folosi Tn ghid. Va
oferim o introducere sumara in elementele de logica, necesare in rezolvarea de probleme.

Vom vedea ce intelegem printr-o problema, care sunt datele si cerintele ei, care sunt operatiile
logice de baza si cum ajungem de la ipoteza la concluzie. Deja din acest capitol vom avea
prilejul sa descoperim, sa formulam, sa rezolvam diferite probleme si sa cautam aplicatii ale
celor invatate in situatii si contexte interesante noua.

Capitolul se va parcurge in 8 ore, la care se mai adauga 2 ore destinate evaluarii si autoevaluarii.
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Multimi si putina logica 1

¢

2. Se intampla sa...

Viata de zi cu zi e plina de surprize si capcane. De multe ori gresim, mai mult sau mai putin, si
platim pentru erorile noastre. De multe ori judecam lucrurile si oamenii in mod eronat. O sansa
buna sa ne aparam de greseli este sa tinem lucrurile (si ideile noastre!) in ordine.

[

Citeste si descopera!

Cine seamana se aduna, spune un proverb intelept. Obiectele, lucrurile, persoanele care au ceva
Tn comun se pot pune ntr-o singura multime. Proprietatea comuna a elementelor este definitorie
pentru multime. Spre exemplu, taximetrele apartinand aceleiasi firme din orasul Arad constituie,
daca ne este util sa gandim astfel, o multime bine definita. Camasile mele din dulap formeaza o
alta multime, precum si toate numerele naturale, spre exemplu. Multimile sunt formate din
elemente. Daca un element face parte din multime, spunem ca apartine multimii. Formal, scriem
asa:a e M, ceea ce inseamna ca elementul a apartine multimii M. Interpretati desenul urmator:

E.

Tntr-un mod destul de abstract, multimea A, formata din acele elemente x care au proprietatea
comuna, definitorie P, este scrisa astfel: A= {x | P(x)}

Spre exemplu, M = {x | x eN, x < 4} este, evident, formata din 0,1, 2 si 3. Putem scrie linistiti:
{x| xeN, x<4}={0,1,2,3}. N este simbolul multimii numerelor naturale, deci
N={0,1,2,3,4,5....}.

Proprietatea notata cu P este o afirmatie, 0 propozitie in care avem si un predicat. Dupa legile
uzuale ale gandirii, o propozitie este sau adevarata, sau falsa, nu exista o a treia alternativa.
Adevarat si fals sunt numite valori de adevar. Gasim exemple de astfel de propozitii? Puteti
decide valoarea de adevar atasata urmatoarelor propozitii: ,,Romania se afla in Europa” este o
afirmatie adevarata. Daca o negam spunand, ,,Romania nu se afld in Europa”, ea devine falsa.
(Sa observam ca negam predicatul!) Daca P este propozitia in cauza, =P va insemna negarea ei.
Citim ,,;nonP”. Tn rationament si n vorbire legam propozitiile simple Tn multe feluri. Cel mai
frecvent, insa, folosim ca operatie de conectare ,,SI” ori ,,SAU”.



Cum suna?

(a) ,.In aceasta vara vizitez Spania si merg in Franta.”;

(b) ,,In aceasti vara vizitez Spania sau merg in Franta.”.

Daca cele doua propozitii, (2) si (b), au aceeasi valoare logica, operatiile SI si SAU produc
acelasi efect? Nici adunarea numerelor nu este acelasi lucru cu inmultirea lor.

p Sl g este adevarata daca p si q sunt ambele adevarate

p SAU q este adevarata daca cel putin una dintre p sau q este adevarata.

ﬁ_ﬂ_ﬁ Exerseaza!

» Dati cat mai multe exemple de situatii in care se pot identifica multimi. Precizati elementele
multimilor gasite.

* Folosind imaginea de mai sus, exersati exprimarea matematica pentru apartenenta.

+ Cand enumeram elementele unei multimi, conteaza ordinea acestora?

» O multime care nu are nici un element se numeste multime vida si se noteaza cu @. Oare ce
inseamna notatia {®}? Acelasi lucru cu @? (Incearca sa te gandesti la cutii goale s.a.m.d.)

2 Foloseste ceea ce ai invitat!

Exista cateva operatii simple prin care putem construi noi multimi.
Reuniunea, notata prin U, se defineste astfel:

AUB = {x | x € Asau x € B}.

Intersectia, Tn schimb, notata prin simbolul N, este definita in felul urmator:
AnB ={x|x € Asi x€B}.

Altfel spus, reuniunea multimilor A si B contine acele elemente care provin ori din A, ori din B,
pe cand

intersectia lor este multimea elementelor comune celor doua multimi. Tncearci pe desenul
alaturat sa identifici reuniunea si intersectia.

Ce putem spune despre intersectie in cazul Tn care multimile nu au nici un element comun?
Calculeaza AUB, apoi AnB, daca A ={0, 1, 3,5}, iarB={0, 2, 3, 6}.



Stiai ca...?

Limba vorbita in situatii cotidiene este mult mai nuantata, mult mai complexa si flexibila decat
un limbaj stiintific, riguros. Deseori, nici macar nu ne punem problema sa decidem asupra
valorii de adevar a unei propozitii, doar vorbim si comunicam, pur si simplu. Sunt situatii cand
nu putem decide daca afirmatiile sunt adevarate sau false.

Ce parere aveti despre:
,»Saptamana aceasta voi céstiga la Loto”? In creierul nostru, centrul gandirii logice este localizat

in emisfera stanga. Stiinta de astazi este capabila sa localizeze anumite regiuni ale creierului,
care sunt centre ale unor functii specifice, spre exemplu gandirea vizuala sau orientarea in spatiu.



DATE SI CERINTE

Ipoteza si concluzie

¢

2 Se intampla sa...

,,Am o problema!” — vi se pare cunoscuta o asemenea afirmatie? Exista o intreaga colectie de
probleme (cateodata si solutii), de la procurarea hranei si satisfacerea nevoilor de baza, pana la
probleme stiintifice si spirituale. Tn cele mai multe situatii, in Incercarea de a rezolva problema,
gandirea noastra recurge la logica si produce diferite rationamente, dar in combinatie cu emotii si
sentimente.

E&. Citeste si descopera!

Problema trebuie mai inti sesizata, recunoscuta si apoi formulata. Suntem pusi in diferite
contexte si situatii in care percepem anumite probleme. lata un exemplu:

Conducem masina pe un bulevard lung de cétiva km, pe care avem din loc in loc semafoare.
Constatam ca traficul este uniform, dar destul de intens. Deoarece ne grabim, nu vrem sa
pierdem timpul stand la culoarea rosie a semaforului.

gl

1. Se dau: 2. Se cer:
bulevardul | parcurgerea bulevardului
semafoarele | timp minim de parcurs

alte masini l respectarea regulilor de circulatie

Sa observam ca datele problemei si cerintele ei se pot completa cu altele, dupa interesele si
orientarea acelei persoane care-si formuleaza problema. Deseori, nu reproducem problema in
cuvinte, ea este sesizati si perceputa doar ,,in gand”. In modul cel mai firesc, incercam sa gasim
o rezolvare, o solutie pentru problema noastra. Tn cazul de mai sus:

» alegerea vitezei adecvate, sau

» schimbarea frecventa a benzilor de circulatie, sau

» folosirea acelor experiente pe care le-am dobandit pe acelasi drum, cu alte



ocazii, sau

Solutia este doar imaginata, pregatita in mintea noastra. Ca sa se rezolve problema, solutia
trebuie Tncercata, pasii imaginati ai rezolvarii trebuie parcursi. Atunci cand ne exprimam ,,mai
matematic”, datele problemei se numesc ipoteze, iar cerintele pe care le dorim indeplinite
concluzii.

ﬁ_ﬂ_ﬁ Exerseaza!

Un exercitiu: Urmeaza acum un text de problema, asa cum gasim in multe carti. Vom face un
,antrenament” folosind acest text.

Tntr-un internat de studenti stau 52 de fete. Printre ele sunt blonde, sau fete cu ochi albastri, sau
fete istete. 33 sunt blonde, 37 au ochi albastri, 32 sunt istete. Avem printre ele 22 de fete care
sunt blonde si au ochi albastri, 25 de fete au ochi albastri si sunt istete, iar 20 sunt blonde si
istete.

» Avem de-a face cu o situatie de problema?

* Ce intrebari putem formula?

« Cum putem desparti ipotezele (datele) de concluzii (cerinte)?

« Cum am putea extrage si organiza datele din textul de mai sus?

» Cum vom rezolva problema? (Folositi ideile legate de multimi si operatii cu multimi).

A
&

Daca ati Tntrebat, cumva, céte fete istete avem care nu sunt nici blonde, nici cu ochi albastri,
raspunsul corect este 4. Profesorul va va ajuta sa gasiti solutia la ntrebarea voastra. Daca
problema vi se pare prea complicata, puteti sa o reformulati, considerand doar doua caracteristici,
nu trei.

2 Foloseste ceea ce ai invatat!

Distinge intre ipoteza si concluzie in urmatoarele situatii.

a. Un obiect costa 120 RON, dar se ieftineste cu 15%. Care este pretul nou al produsului?

b. Distanta pana la destinatie este de 600 km. Cati km mai raméan, daca 3/4 din drum s-au parcurs
deja?

c. O placi de faianta are dimesiunile de 20 cm si 40 cm. Avem de acoperit 3 m?de perete. Daci o
placa de faianta costa 3 RON, ne ajung 150 RON ca sa achizitionam cantitatea necesara de
faianta?




?? Stiai ca...?

Tn functie de datele problemei, de ipotezele acceptate, se incearca obtinerea solutiei, deci
construirea unei rezolvari. Este sigur ca se va gasi o0 asemenea solutie? Invers, s-ar putea
intdmpla sa gasim mai multe rezolvari acceptabile? Tn care dintre aceste situatii ne aflam
depinde de problema in sine si de abilitatile noastre de rezolvare. Rezolvarea de probleme este,
n definitiv, un sir de decizii. Spre exemplu:

Tn valtoarea unui parc de distractii, dintr-odata constatam ca persoana cu care eram s-a ratacit.
Nu-0 mai vedem si, chiar daca am striga-o, oricum nu ne-ar auzi. Trebuie sa ne Tntalnim insa cu
orice pret! Este evident ca avem de-a face cu o problema si trebuie s DECIDEM repede ce
strategie vom urma. Aveti o propunere? (Intrebarea este: cum ar trebui si se comporte cei doi
pentru ca sansele de a se regasi sa fie cat mai mari?) Este foarte important cum se formuleaza
intrebarea problemei!




DATE S| CERINTE

Deductia si inductia

f

2. Se intampla sa...

Dupi ce ati recunoscut si ati formulat problema, este normal sa cautam solutiile ei. Tn
matematica, mecanismul cel mai frecvent si cel mai puternic prin care cautam sa ajungem de la
datele problemei la concluziile ei este deductia, iar un sir de deductii formeaza demonstratia. Tn
viata cotidiana ne rezolvam problemele pe cai empirice, mai putin formale si folosind
matematica in mod indirect.

‘E)&, Citeste si descopera!

Acceptam urmatorul principiu? Daca punctul de plecare este adevarat, argumentele deductive
vor produce concluzii adevarate. Spre exemplu:

Daca muncesti, merita sa fii platit.

Ai muncit, deci, meriti plata.

Poate nu spunem de fiecare data, dar deductia pleaca de la un ,,daca” si se termina cu un ,,deci”.
Acel ,,daca” descrie si delimiteaza conditiile problemei, iar ,,deci” introduce ceea ce rezulta (sau
ce poate rezulta) pe cale rationala din datele initiale.
Puteti construi alte exemple similare cu cel de sus?
Avem, deci, urmatoarea schema:
ipoteza > concluzie
Sa consideram acum un exemplu simplu de deductie:
(Daca) X face parte din Y. x apartine de X. (Deci) x apartine de Y.

A

Spre exemplu: Orasul Deva este in Romania. Prietenul meu locuieste in Deva. Deci el locuieste
n Romania.

Identificati ipoteza si concluzia. Cautati alte exemple de tipul acesta!

Gandirea superficiala, Tnsa, ne poate conduce usor la erori. Sa urmarim un exemplu clasic:



Toate vrajitoarele au pisici negre.

Vecina mea are 0 pisica neagra.

Deci vecina mea este o vrajitoare.

Cum vi se pare acest rationament? Este evident ca nu poate fi decat fals (chiar daca vecina se
comporta, uneori, ca o vrajitoare).

Construiti exemple similare de rationamente gresite!

ﬁ_ﬂ_ﬁ Exerseaza!

» Discutati cu profesorul vostru despre intelesul cuvintelor: formal, empiric, deductie, deductiv,
demonstratie.

* Plecand de la imaginea a doua multimi care se intersecteaza, dati exemple de deductii
(rationamente) corecte, apoi de deductii gresite. (Folositi modelul din lectie, chiar daca multimile
sunt acum n alta relatie.)

» Cu ce alte cuvinte si expresii introducem, in vorbirea uzuala, deductiile noastre si concluziile la
care ajungem? Puteti gasi asemenea exemple?

Z5 " Foloseste ceea ce ai invatat!

Un alt mod de a face rationamente este calea inductiva. In acest mod ncercim sa generalizam
experiente punctuale, unice, si sa extindem valabilitatea lor. Daca am intalnit cativa (chiar foarte
multi!) copii care erau curiosi, suntem tentati sa generalizam aceasta constatare si sa afirmam ca
toti copiii sunt curiosi.

Evident, un asemenea rationament nu poate fi corect. Ajunge sa gasim un singur copil care nu
este curios si greseala de gandire devine vizibila. Aceasta constatare nu inseamna ca nu avem si
cazuri destule n care inductia produce concluzii corecte. De exemplu, se constata ca numerele
naturale se descompun in factori primi:3

1=1, 2=2, 3=3, 4=22, 5=5, 6=2x3, 7=7, 8=23,9=32, ...

Nu chiar usor, dar se poate demonstra, inductiv, ca aceasta proprietate este valabila

pentru orice alt numar natural. Este cunoscuta metoda inductiei matematice, metoda prin care se
pot demonstra multe proprietati, in special ale numerelor naturale. Deductiile, simplificand total
situatia, reprezinta drumul de la ipoteza la concluzie si corespund, schematic, urmatorului tipar
de gandire: DACA p, ATUNCI g. (A se intelege: daci are loc ceea ce afirma propozitia p, atunci
va avea loc si ceea ce afirma propozitia g). Formal, notam implicatia aceasta cu: p — Q.
Deocamdata, sa ne Tntelegem ca, prin rationament deductiv corect, din adevar rezulta tot adevar,
iar dintr-o ipoteza falsa poate rezulta orice: si un adevar, dar si un neadevar. Cereti profesorului
sa va ofere exemple de asemenea situatii!




{37 Stiai ca...?

Totul este o problema...

Marele fizician german Max Planck a spus odata, in cadrul
unei conferinte:

,Lumea noastrd este plind de probleme. Acesta, de
exemplu - gi a ardtat spre perete —, este pentru mine
peretele din stdnga sdlii, dar pentru dumneavoastrd este
peretele din dreapta”.

Logica de toate zilele

f

oy Se intampla sa...

Tn primele trei lectii am facut cunostinta cu anumite aspecte ale gandirii logice, ale
rationamentului riguros, asa cum le pretinde matematica. In viata de toate zilele, Insa, normele de
rigoare sunt inlocuite, mai degraba, cu conditii de eficienta si cursivitate a gandirii. Chiar daca
folosim des diferite scheme de

gandire, rar reflectam asupra corectitudinii si respectarii regulilor.

E&. Citeste si descopera!

Tn vorbirea curenta folosim o serie de cuvinte si expresii care fac referire la
ipotezele noastre, la concluziile asteptate sau la modul in care am gandit.

1. Cauta intelesul urmatoarelor expresii si explica-le:

— evident
— probabil
— prin urmare
—suta la suta
— imposibil
2. Completeaza lista de mai sus cu alte expresii care se leaga de rationamentul nostru si care
descriu, oarecum, modul Tn care gandim!

3. Exista anumite notiuni sau operatii pe care le folosim cu multa usurinta, fara un control
adecvat al ratiunii. De exemplu: ,,Productia de lapte a crescut in luna iunie cu 18%” — scrie
ziarul, fara sa spuna la ce se refera procentul de 18%. ,,Toti japonezii sunt harnici, stie toata
lumea. Asadar, noul meu prieten japonez trebuie sa fie si el harnic” — putem afirma, oricare
dintre noi, Tn baza unei prejudecati.




Discutati cu profesorul vostru intelesul cuvantului ,,prejudecata’!

,,Nu mai spal marul, doar n-am sa ma imbolnavesc chiar acum si chiar eu!”” — spunem, convinsi
ca noua nu ni se poate intdmpla. Puteti formula asemenea argumente si judecati?

4.Tn luna ianuarie, temperatura medie a celor 7 zile ale primei saptamani a fost de 3°C. Tnseamna
ca cel putin intr-o zi temperatura a fost chiar de 3 °C! Nu e chiar asa. De exemplu, se putea
intdmpla urmatoarea distributie a temperaturilor: —1°C, 4°C, 2°C, -2°C, -1°C, 1°C, 15°C. Media
lor este 3°C. Ceva similar se produce la scoala, atunci cand elevul primeste media 7, la 0 nota de
4 si una de 10, fara sa fi raspuns vreodata de 7. Cautati exemple similare cu cele de mai sus, din
ziare, pliante sau alte publicatii!

Exerseaza!l

 Gandeste-te la un prieten sau la o prietena. Adunati, in doua multimi, cateva dintre obiceiurile
voastre, respectiv ale prietenului sau prietenei. (Sa zicem cititul, mersul in excursii, privitul la
TV, fumatul, dansul etc). Tncearca sa reprezinti multimile prin diagrame. (Atentie, prietenii au,
de regula, si obiceiuri comune!)

* A este ruda cu B. B este ruda cu C. Atunci si A este ruda cu C. Bifeaza in casuta potrivita:

adevarat fals_ nu pot determina
* A este prieten cu B. B este prieten cu C. Atunci si A este prieten cu C. Bifeaza casuta potrivita:
adevarat fals_ nu pot determina

* La jocul de loto ,,6 din 49” au iesit castigatoare numerele: 2, 17, 23, 25, 36 si 40. Doi jucatori,
A si B, au pus urmatoarele numere:

A: 3,11, 29, 31, 46 i 48

B: 3, 18, 24, 31, 36 si 44.

Dupa cum vedeti, nu a céstigat nici unul. Care jucitor a fost ,,mai aproape” de castig? Bifati din
nou!

A B lafel niciunul nu avem date relevante

Foloseste ceea ce ai invatat!

Avem o serie de ,,ancore”, de repere, la care ne raportam Tn procesul de gandire. Reflectati
asupra urmatorului text.

,,Tatal si fiul se grabeau la un meci important de baschet, cand masina lor se impotmoli exact pe
trecerea cu calea ferata. Tatal Tncerca disperat sa reporneasca motorul, n timp ce zgomotul
locomotivei se auzea din ce Th ce mai aproape. Tatal nu a mai rezistat pana la spital. Cand targa
cu baiatul grav ranit a ajuns la usa blocului operator, chirurgul, cu voce Tnecata de lacrimi si alb
ca varul, a spus:

— Eu nu il pot opera pe acest pacient. El este baiatul meu!”

Cum este posibil acest lucru? Ceva nu e n regula in aceasta poveste. Sau in gandirea noastra este
vreo problema? (Doi tati, totusi, nu putea avea baiatul.)

% Stiai ca...?

Erorile de gandire, insa, duc la decizii gresite si, astfel, in loc sa scapam de problemele noastre,
ele se inmultesc ingrijorator. Acesta e un motiv pentru care merita sa invatam matematica. Prin
matematica exersam gandirea corecta, rationamentul eficient si luarea deciziilor bune.




Autoevaluare @

La sfarsitul primului capitol, va propunem cateva exercitii pentru evaluare si autoverificare.
Cititi cu atentie textul si Tncercati sa reprezentati si sa prelucrati problemele,

chiar daca nu le-ati mai intélnit.

1. Ne gandim la o multime A. Vom spune ca multimea B este o submultime a multimii A

daci orice element din B apartine si multimii A. Tn acest caz, mai spunem ca multimea B este
inclusa in multimea A. Sa nu confundati incluziunea cu apartenenta!

a. Reprezentati prin desen o multime A in care este inclusa o multime B.

b. Multimea A are 4 elemente si este de forma {a, b, c, d}. Dati exemple de submultimi ale
multimii A.

c. Enumerati toate submultimile lui A. (Facem conventia ca pentru orice multime, multimea vida
si multimea initiala sunt considerate ca submultimi ale multimii date).

d. Céate submultimi ati gasit? Oare cate submultimi sunt in caz general, cand A are n elemente?
2. Ati intélnit n lectie operatia Sl si SAU, prin care conectam doua propozitii. Valoarea de
adevar a propozitiei noi depinde de valoarea de adevar a componentelor. De exemplu:

iy q pSlq P q p SAUq
1 1 1
1 0 0
0 1 0
0 0 0

a. Interpretati primul tabel si completati urmatoarea afirmatie:
p SI q este o propozitie , doar atunci daca
sunt adevarate.

b. Completati cel de-al doilea tabel. (Daca cititi atent, in ghid gasiti informatii suficiente!)
c. Interpretati tabelul al doilea si completati urmatoarea afirmatie:

p SAU q este o propozitie , doar daca

sunt false.

3. Tn tabelul urmator gasiti o serie de afirmatii in legatura cu care trebuie sa decideti daca sunt
adevarate sau nu.




Afirmatia Adevarat Fals Nu pot decide

Nu inteleg matematica.

Toti pamenii sunt muritori.

Nimeni nu e mai presus de lege.

Triunghiurile pot fi asemenea.

D2006 - 2007

Dacd a =h, atunci b = a.

Eu nu spun adevarul.

1200:20=15-6

Voi trai 100 de ani.

Alegeti afirmatiile care contin negatie Tn textul lor. Transformati aceste propozitii astfel incat sa
nu mai fie negative. Analizati valoarea de adevar a propozitiilor astfel obtinute.

4. Calculati:

a. Distanta pana la destinatie este de 800 km. Cati km mai raman pe maine daca % din drum s-au
parcurs deja azi?

b. Un obiect costa 100 RON, dar se scumpeste cu 12%. Putem cumpara din 250 RON doua
asemenea produse?

5. 33% dintre elevii unei clase sunt fete, iar 67% baieti, 50% sunt bruneti, iar 25% sunt blonzi.
Care afirmatie de mai jos este sigur adevarata?

a. Toti baietii sunt blonzi.

b. Unele fete sunt blonde.

c. Sunt si baieti bruneti.

d. Toti baietii si toate fetele au culoarea parului la fel.

(Sfaturi: Elaborati un desen sau o schema pentru a intelege mai bine problema. Eliminati
afirmatiile care sunt sigur false.)

6. Analizati corectitudinea urmatorului rationament:

Toate patratele au diagonalele congruente.

Toate patratele sunt si romburi.

Rezulta ca:

Toate romburile au diagonalele congruente.

a. Care sunt ipotezele noastre? Care este concluzia?

K

C:
b. Sunt adevarate ipotezele? Este adevarata concluzia?

c. Din ipoteze adevarate poate rezulta o concluzie falsa?




NUMARARE S| COMBINATORICA

Titlul acestui capitol indica de la Tnceput intentia noastra: regandirea modului n care stim sa
numaram. Tn aparenta, numaratul nu este o problema, pentru ca avem impresia cu totii ca stim sa
numaram. Capitolul de fata ne atrage atentia ca numaratul nu este chiar asa de simplu. In special
atunci nu este simplu, cand avem multe variante de numarat si metodele uzuale nu ne mai ajuta.
Capitolul 2 prezinta urmatoarele titluri:

2.1. Probabilitati si jocuri de noroc

2.2. Tncercam sa numaram?

2.3. Alegeri si voturi

2.4. Paradoxuri si dileme

Veti face cunostinta cu notiunea de probabilitate, cu referire la jocurile de noroc sau la alte
situatii care ne sunt cunoscute. Veti exersa anumite proceduri de numarare si veti vedea ce
importanta au acestea in numaratul voturilor la alegeri, de exemplu.

De asemenea, veti invata cate ceva despre paradoxuri si despre situatii (aparent) imposibile.
Acestea sunt capcane ale gandirii noastre si reprezinta cazuri foarte interesante.

Capitolului 2 1i sunt alocate 8 ore, completate cu 2 ore destinate evaluarii si autoevaluarii.






Probabilitati

si jocuri de noroc

f

2 Se intampla sa...

Folositi frecvent expresia ,,probabil”? Cand un eveniment nu vi se pare sigur, este totusi probabil
sa se realizeze. Sigur, ati jucat diferite jocuri de noroc, incepand cu jocuri de carti, pana la
partide de jocuri pe calculator. V-ati dat seama ca toate acestea au ceva in comun? Céstigul
depinde de noroc, de sansa, nu doar de priceperea voastra. Castigul sau pierderea nu sunt deloc
sigure, sunt doar probabile.

‘G& Citeste si descopera!

"\ '.6‘ .. @
Ve e~ N Fy
N Q‘

: "l

La Tnceputul meciului de fotbal, arbitrul arunca o moneda, pentru a decide care echipa alege
terenul si care va avea lovitura de inceput. De fapt nu arbitrul alege. Cum cade moneda, cu
stema sau cu pajura, nu depinde de arbitru. Sunt doua sanse, doua variante de realizare a
evenimentului: sau stema, sau pajura.

Tn multe jocuri de societate se arunca cu zarul. Norocul sau ghinionul alege acum din sase
posibilitati, dupa acea fata a zarului care ajunge sus dupa aruncare. La jocul de Loto 6 din 49
situatia e mai complicata. Se extrag, intdmplator, 6 numere din 49, dar care sunt acestea este
decis, din nou, de soarta, nu de noi. Ca apare stema sau pajura, un punct pe fata de sus a zarului,
doua sau sase, ca se extrage sau nu un anumit numar sunt evenimente egal probabile.
Probabilitatea lor depinde de numarul cazurilor

favorabile realizarii evenimentului studiat si de numarul total al cazurilor. Daca aruncam cu
- . . 1 - . .
moneda, probabilitatea sa apara stema este: P = 5 (50%)pentru ca un singur caz este favorabil

pentru ceea ce dorim (aparitia stemei se realizeaza intr-un singur mod), din doua variante
posibile. La aruncarea zarului,



fata cu numarul 6 va aparea cu probabilitatea 1/6 (sau aproximativ 16,66%), deoarece un singur
caz se raporteaza acum la sase posibilitati egal probabile. Cu jocul de loto sa mai asteptam putin.
Probabilitatea realizarii unui eveniment este deci un raport: se compara numarul cazurilor
favorabile realizarii evenimentului cu numarul total al cazurilor posibile.

Daca evenimentul este notat cu A, iar probabilitatea realizarii lui cu P, putem scrie mai formal:

numar cazuri favorabile
P4) = !

numar cazuri posibile
Daca evenimentul dorit de noi este imposibil, probabilitatea lui este 0, iar daca este sigur,
probabilitatea atasata lui este 1. Altfel, valoarea probabilitatii unui eveniment este un numar
cuprins intre 0 si 1. Daca stim sa calculam o probabilitate sau daca reusim macar sa o estimam,
avem o imagine despre certitudinea
realizarii acestuia, o ancora in plus pentru gandirea noastra. Daca un eveniment are probabilitatea
de 75%, adica este foarte probabil, nu inseamna ca el se va realiza cu siguranta. El va ramane in
continuare doar o
sansa, o posibilitate, mai mult sau mai putin probabila.
Exerseazal
1. M-am ratacit n padure. Poteca se bifurca, iar eu, care nu stiu drumul bun, aleg la intdmplare
ntre stanga si dreapta. Care este probabilitatea alegerii drumului bun?
2. Care este probabilitatea sa te fi nascut in martie? Dar Th noiembrie? Dar intr-o luna oarecare?
3. Tn mod sigur ati jucat jocul de table. Oare ce sansa avem sa obtinem ,,dublu sase” aruncand cu
doua zaruri?
4. Un experiment de gandire: arunci cu moneda si notezi rezultatul. Repeti acest exercitiu, de
exemplu de 20 de ori. Ce crezi, vei avea sigur de 10 ori ,,stema” si de 10 ori ,,pajura”? Repeta
exercitiul de 1000 de ori. Vei avea 500 de ,,stema” si 500 de ,,pajura”? (Nu este sigur ca avem
aceasta repartitie, dar cu cat repetam mai mult experimentul, cu atat mai mult rezultatele sunt
mai aproape de probabilitatea
calculata a evenimentului. Aceasta se numeste legea numerelor mari.)
Foloseste ceea ce ai invatat!
Cunoasteti jocul alba-neagra? Oare de ce nu merita sa puneti pariu ca veti ghici unde este
obiectul ascuns? Cel care va provoaci la joc are aceleasi sanse de céstig ca si voi? Incercati si
exprimati probabilitatea castigului si va veti conving. Un joc este corect si cinstit daca sansele de
castig sunt egale pentru toti partenerii, adicd 50%, in cazul in care sunt doi competitori. Tn acest
caz, decide norocul si strategia aleasa de jucatori. Strategia este calea pe care 0 surmeaza un
jucator pentru a-si asigura castigul.
Sunt si jocuri Tn care norocul nu conteaza, doar priceperea jucatorului. Cel mai cunoscut exemplu
este jocul de sah.

?? Stiai ca...?

Atunci cand dorim sa calculam o probabilitate, avem de aflat doua numere: cel al cazurilor
favorabile si numarul total al cazurilor. Acestea sunt probleme de numarare. Numararea nu este
intotdeauna foarte simpla. Daca sunt multe variante de luat in calcul, lucrurile se complica destul
de mult. Tn lectia ce

urmeaza ne vom ocupa putin de acest aspect. Daca evenimentul dorit de noi este imposibil,
probabilitatea lui este O, iar daca este sigur, probabilitatea atasata lui este 1. Altfel, valoarea
probabilitatii unui eveniment este un numar cuprins intre 0 si 1. Daca stim sa calculam o




probabilitate sau daca reusim macar sa o estimam, avem o imagine despre certitudinea realizarii
acestuia, o ancora in plus pentru gandirea noastra. Daca un eveniment are probabilitatea de 75%,
adica este foarte probabil, nu Tnseamna ca el se va realiza cu siguranta. El va raméane n
continuare doar 0 sansa, o posibilitate, mai mult sau mai putin probabila.

Incercam si numaram?

@{_ Se intampla sa...

Nu avem o zi in viata noastra in care sa nu fim nevoiti sa numaram ceva. Daca nu altceva, cel
putin banii din buzunar. De multe ori, insa, numararea poate deveni foarte complicata, pentru ca
avem de controlat un mare numar de cazuri, variante sau situatii. Vi s-a intdmplat sa va simtiti in
fncurcatura intr-o situatie de numarare? Vi s-a intdmplat sa gresiti la o numarare?

Citeste si descopera!

lata cel mai simplu caz: daca e sa raspundem repede la intrebarea ,,cate numere sunt de la 12 la
207, mai toti raspundem: ,,8”! Normal, din moment ce 20 — 12 = 8, nu? Daca insa numaram
atent, sirul 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20 contine 9 numere, nu 8. Cum ar arata calculul in
cazul nostru? Dar daca vrem sa

aflam cate numere sunt de la a la b?

Daca avem de numarat doar cateva obiecte, situatia e simpla. De la 0 marime, insa, numararea —
prin Tnsirarea elementelor — nu ne mai este posibila. De pilda, ce ati face sa puteti numara cate
caramizi sunt intr-o gramada mare? Oare ordonarea, punerea in ordine v-ar ajuta intr-un fel?

Tn spatele scrierii numerelor se ascunde ceva similar. Stim cu totii ca, de exemplu, 563 inseamni
563 =5-10% + 6-10* + 3-10°, adica 3 ,,blocuri” a cate un element, 6 ,,blocuri” a cate 10
elemente si 5 blocuri” a cate 100 elemente chiar daca aveam in gand o gramada dezordonata,
amorfa de 563 elemente.

Puteti explica, Tn acelasi mod, semnificatia altor numere scrise in sistemul de numeratie zecimal?
De multe ori avem de-a face cu un anumit numar de obiecte, pe care le tinem in atentia noastra,
Tnsa n alta ordine. O asemenea schimbare de ordine, in care nu se modifica numarul obiectelor
se numeste permutare. Un caz simplu: avem 3 ghivece de flori, sa spunem a, b, c, pe care vrem
sa le asezam in geam. Gasiti in cate moduri putem face acest lucru? Un ajutor:

£
c_Db

Tn ce fel ne ajuta desenul?

Daca permutam 3 obiecte, numarul total al permutarilor este 6. Acest numar se obtine prin
produsul 1.2.3, ceea ce se numeste factorial Tn matematica, notat cu ,,!”. Mai exact, vom scrie 3!
=1.2.3 =6 sau 4! = 24 etc.




Exerseaza!

* Un drapel are culorile galben (G), albastru (A) si negru (N), dispuse vertical si arata astfel: G-
A-N, ceea ce inseamna ordinea culorilor de la stanga la dreapta. Poti aranja culorile si n alta
ordine? Cate drapele diferite ai putea face?

« Primesti 6 musafiri, pe care vrei sa-i asezi la o masa rotunda. Tn cate moduri diferite poti face
acest lucru?

« Arunci cu doua zaruri identice. Care este probabilitatea ca vei obtine ,,dublu sase”? In cate
moduri poate aparea 6-6 pe cele doua cuburi? Dar numarul total al combinatiilor 1l poti calcula?
Puteti dezvolta aceste idei?

* Este adevarat ca 100 < 5! < 1207 Ce vom face pentru a gasi un raspuns sigur?

Foloseste ceea ce ai invatat!

1. Tn campionatul de fotbal al judetului X participa 16 echipe. Fiecare echipa joaca cu fiecare alta
echipa si intr-o saptaméana toti joaca doar un singur meci. Gasiti cate meciuri se vor organiza,
daca se joaca in sistemul tur-retur. Notati echipele cu A, B, C etc. si elaborati o planificare a
meciurilor combindnd echipele la intdmplare. Puteti folosi un tabel in acest scop?

2. Tn jocurile de noroc, numarul variantelor, castigatoare sau necastigatoare, este foarte mare. Sa
vedem un caz simplu: un joc loto, in care trebuie sa ai 4 numere extrase din 15 posibile, astfel
ncat ordinea extragerii sa conteze. 4 numere din 15 numere date se pot extrage in peste 32.000
singur bilet. Asadar,

sansa castigului este mai mica decat 1/32.000. Altfel spus, ar trebui sa completam peste 32.000
de bilete, ca sa fim siguri de céstig. Doar ca biletele costa....

D | Stiai cé...?

Legenda spune ci inventatorul jocului de sah ar fi cerut, drept rasplata, 1 bob de
grau pe primul pétrat al tablei de sah. 2 boabe pe cel de-al doilea, 4 boabe pe
urmatorul g.a.m.d. Adica, pe fiecare patrat, exact dublul numerelor de boabe de
grau de pe patratul precedent. Folosind puterile, pe primele 8 patrate ale tablei de
sah trebuia sa fie 20 =1, 2'= 2,22=4, 2% = §, 2 = 16, 2° = 32, 2° = 64, respectiv 27
= 128 boabe de grau. Poti exprima numarul de boabe de pe ultimul patrat?
(Atentie la exponentul lui 2!) Ai o idee despre cét de mare este acest numar? Dar
dacd adunam toata cantitatea de pe fiecare patrat? Rezultatul este un numaér imens.

Marele matematician german Carl Friedrich Gauss
(1777-1855) era considerat inci de la o véarsta foarte micid un
mare talent. Intr-o zi, pe vremea cénd era la scoala primara,
invatatorul le-a cerut copiilor si adune toate numerele
naturale de la 1 la 1000. Probabil ca era obosit gi spera sa se
odihneascd pana cénd copiii calculau. Nici nu a terminat
bine enuntul problemei, cd micul Gauss a si venit cu o
rezolvare neagteptata: a observat ca

1+ 1000 =1001; 2 +999 =1001; 3 + 998 = 1001 s.a.m.d.
Continuati voi rationamentul gi calculul pentru a afla suma.




Alegeri si voturt

f

2 Se intampla sa...

Din patru in patru ani avem an electoral: ne alegem reprezentantii pentru consiliile locale, pentru
parlament si ne dam votul pentru presedintele tarii. Participarea la alegeri este un exercitiu
democratic si 0 datorie civica in acelasi timp. Daca esti cetatean roman si ai peste 18 ani, du-te si
voteazal

‘ED&, Citeste si descopera!

De ce este nevoie ca sa putem vorbi despre o0 alegere? Evident, alegerea este facuta de cineva, de
0 persoana sau un grup de persoane. Uneori, am vazut deja, in locul nostru alege hazardul,
norocul sau ghinionul, iar ceea ce ne revine noua este doar estimarea probabilitatii realizarii unei
variante sau a alteia. Spre exemplu:

Experiment Varianta 1 Varianta 2
aruncatul cu moneda stema pajura
alegeri in Consiliul Local Popescu lonescu
alegerea culorii masinii verde galben

Am lasat loc in tabel ca sa completati cu alte exemple. Comentati cui 1i apartine alegerea in
aceste cazuri. Studiate din punct de vedere matematic, alegerile sunt foarte interesante. Mai sus
S-au vazut

exemple de alegeri din doua variante. Daca numarul variantelor este mai mare, lucrurile se
complica. Tn exemplul urmitor presupunem ci tu decizi, tu esti alegatorul. Ai de analizat trei
alternative:

A. ma voi duce pe jos la locul meu de muncg;

B. fac o plimbare cu bicicleta pana la locul meu de munca;

C. iau tramvaiul si apoi parcurg, pe jos, 100 m pana la locul meu de munca.

Ce preferi comparand varianta A cu B si, separat, varianta B cu C? Foloseste simbolul ,,»” pentru
anota preferinta ta. De exemplu, daca preferi A mai mult decat B, scrie A » B. Completeaza
urmatorul mic tabel:

A comparat cu B B comparat cu C

Optiunea mea




Tncearca acum s reflectezi asupra intrebarii: ,,rezulta, de mai sus, preferinta mea in ceea ce
priveste A sau C?”. Alegerea intre mersul pe jos si plimbatul cu bicicleta, apoi intre plimbatul cu
bicicleta si mersul cu tramvaiul are vreo consecinta in alegerea mea intre mersul pe jos sau cel cu
tramvaiul? Si ce se intampla daca A,B si C desemneaza politicieni dintre care vrei sa alegi sa te
reprezinte? Si nu vei alege de unul singur, asa ca s-ar putea usor intampla sa castige candidatul
pe care nici nu il preferi. Daca alegem din trei, dupa ,,sistemul” de mai sus, nu este sigur nici
macar ca va céstiga cel care are sustinere majoritara.

Exerseazal

» Cereti profesorului sa va explice ce inseamna majoritatea si minoritatea!

* Ce inseamna expresia ,,alegere democratica”?

» Cum explicati faptul ca in comisiile cu drept de decizie avem, intotdeauna, un numar impar de
membri?

» Notam cu A,B si C preferintele la 0 anumita alegere (din trei variante) si presupunem ca avem
doar trei alegatori.

a. Cate moduri de ordonare are fiecare alegator pentru preferintele sale?

b. Care este numarul total al variantelor celor trei alegatori?

» La o alegere proportionala, reprezentarea celor alesi este proportionala cu numarul voturilor
acordate. Asa se intampla n alegerile parlamentare. Analizati si explicati graficul de mai jos, in
care procentele exprima numarul locurilor obtinute in parlament de catre ,,formatiunile politice”.
Parlamentul are 321 de locuri. Calculati cate locuri va obtine fiecare partid Tn acest parlament.

FEB FIN PP PV POM

PEB = Padicul Bivdorlor de Bare
PIN = Paridy] Jubitedilor de Nalura
PP - Partidul Penslonanlor

PV - Partidul Varda

POM = Parlidul Oamanilor Munc

Sa numim paradox fenomenul in care A este preferat lui B, B este preferat lui C, dar C este
preferat lui A. Tn cazul descris Tn penultimul exercitiu, se poate calcula probabilitatea ca in urma
exprimarii preferintelor de catre cei trei alegatori sa apara paradoxul. Aceasta probabilitate este
de aproximativ 0,05, deci relativ mica. Daca, insa, creste numarul alegatorilor si a variantelor din
care se alege, probabilitatea de a aparea paradoxul tinde rapid spre 1. Cu alte cuvinte, paradoxul
apare aproape sigur!

Foloseste ceea ce ai invatat!

Cercetatorii s-au intrebat daca exista sau nu alegeri corecte. Au pus la indoiala orectitudinea
alegerilor sa-zis ,,democratice”. Cel mai cunoscut rezultat este teorema de imposibilitate a lui
Arrow. Tn esent, acest rezultat afirma ca nu exista nici un sistem de alegeri care s corespunda
unor conditii rezonabile impuse,

cum ar fi: libertatea alegerii individuale, fara dictatura, lipsa efectelor alternativelor irelevante
etc.



% Stiai ca...?

Originile alegerilor politice dateaza din secolul al 6-lea i.Hr., din
democratia din Atena. Sistemele de vot s-au dezvoltat mult pe
parcursul istoriei, spre exemplu in secolul al 13-lea, in Statul
Venetia gi. mai cu seama, in timpul Revolutiei Franceze din anii
1770. Intranzitivitatea preferintelor intre A, B si C era descrisa de
marchizul de Condorcet inca din acesti ani.

Paradoxuri si dileme
f

=~ oe intampla sa...

Tn lectia precedenta am amintit de paradoxuri Tn legatura cu voturile si alegerile. Ati mai auzit in
vorbirea curenta expresia ,,paradox” sau ,,paradoxal”? Oare ce inseamna un paradox? Unde le
putem Tntalni?

Citeste si descopera!

Cunoastem lucruri care par a fi adevarate, dar care sunt, de fapt, false sau contradictorii. Invers,
sunt si situatii care ascund contradictii aparente, dar sunt de fapt corecte, adevarate. lata un
exemplu celebru:

Achile si broasca testoasa

La un concurs de alergare, Achile sta la linia de plecare, iar broasca testoasa are un avans de
100m. Achile fuge de 100 de ori mai repede decat broasca. Tn timp ce el ajunge acolo unde a fost
broasca, aceasta a avansat deja cu 1m. Pana ajunge Achile aici, broasca mai parcurge 1cm, si tot
asa, mai departe, pana la infinit. Astfel, Achile nu va ajunge niciodata broasca din urmal! Cum
este posibil acest lucru? Simtul realitatii ne spune ca nu poate fi asa! Dar atunci unde este
greseala Tn rationamentul de mai sus?

(Suma infinita a intervalelor de timp, din ce in ce mai scurte, este totusi un timp finit, exact
timpul care Ti este necesar lui Achile sa ajunga din urma broasca!) De multe ori, paradoxul este
creat de un calcul

neglijent. Un alt exemplu celebru:

Trei turisti innopteaza la un hotel. Camera lor costa 30 Euro si dimineata platesc fiecare cate 10
Euro. Patronul observa, insa, ca pretul corect ar fi fost doar 25 Euro si cere receptionerului sa
Tnapoieze cei 5 Euro. Acesta se gandeste ca 5 Euro nu se pot imparti usor in trei si, mai bine
pastreaza el 2 Euro ca sa returneze turistilor diferenta de 3 Euro. Astfel, turistii au platit 9 x 3 =
27 Euro si cu cei 2 Euro pastrati de receptioner avem 29 Euro. Unde a disparut 1 Euro? Puneti-va
n locul oricaruia din turisti sau in locul patronului si Tncercati sa completati tabelul de mai jos!




Debit Credit
(cheltuiala pt. turisti) (venit pt. hotel)

Costul real al camerei
(patului)

Bani lasati
receptionerului

De multe ori avem de-a face cu paradoxuri
vizuale, aga cum ati putut vedea gi in
Modulul 2 (de exemplu, la lectia Realitate
sau desen), sau cu situatil in care se
amesteca vizualul cu calculul defectuos.
Avem gi acum un exemplu celebru:

oo,

Exerseaza!

* Reluati exemplul cu crocodilul, din lectia de inceput! Analizati din nou dilema!

« Ce se intampla daca se ,,amestecd” debitul cu creditul? Este normal sa se adune cheltuielile cu
veniturile?

» Aranjati datele problemei de mai jos in tabel! Reprezentati variantele posibile sub forma unei
matrice! (Profesorul va va ajuta!)

Foloseste ceea ce ai invatat!

Sunt prinsi doi raufacatori care — exista suspiciunea —au comis Tmpreuna o crima. Dovezi
concrete nu exista, dar este foarte probabil ca ei sunt faptasii. Suspectii sunt inchisi separat in
doua celule, fara sa poata comunica intre ei. Judecatorul face fiecaruia dintre ei urmatoarea
oferta, putin neobisnuita:

,Daca TU recunosti fapta si EL neaga, te eliberam, iar colegul tau primeste 10 ani si cazul se
incheie.

Daca si tu, si el marturisiti, améandoi primiti cate 5 ani de inchisoare si inchidem cazul. Daca nici
tu, nici el nu recunoasteti nimic, primiti cate 1 an de inchisoare si inchidem dosarul. Colegului
tau i se va face exact aceeasi oferta ca si tie!”.

Care strategie este cea mai buna pentru suspecti: marturia sau negarea? Sa ne gandim cu capul
unuia dintre suspecti! Continuati rationamentul pe care 1l incepem mai jos! Completati pe
caietele voastre:

1. ,,Daca eu marturisesc, colegul are doua posibilitati: ...... saunu...... Daca si el recunoaste,
primesc ...... ani. Daca el nu recunoaste, sunt liber.Daca nu marturisesc, din nou sunt doua
situatii, dupa cum va reactiona colegul. Dacael ...... , primesc 10 ani si el e liber, iar daca si el
marturiseste, primesc 5 ani.

E clar ca VOI MARTURISI, pentru ci astfel pedeapsa probabili este mai mica” Numai ci la fel
se va gandi si celalalt suspect, deci va depune marturie si se vor alege améandoi cu cate 5 ani de
detentie, cu toate ca puteau scapa cu doar 1 an daca n-ar fi recunoscut nimic nici unul din ei. Aici
este DILEMA!

2. ,,Pe de alta parte, pot presupune ca rezultatul rationamentului meu va fi identic cu al colegului.
Deci daca eu recunosc, va recunoaste si el si primim cate 5 ani. Daca eu nu recunosc nimic, nici



el nu va recunoaste si primim cate 1 an. Asadar, NU RECUNOSC NIMIC.” Aici e a doua
DILEMA!

Care rationament este corect? Ambele? Totusi, ele au produs doua rezultate diferite! Altfel spus,
adevarata dilema este urmatoarea: cooperam sau nu cooperam in asemenea situatii? (Daca exista
asemenea situatii!)

Autoevaluare

Va propunem din nou cateva exercitii pentru evaluare si auto-verificare. Recomandam sa cititi
textul cu mare atentie, sa incercati sa intelegeti si sa prelucrati problemele chiar daca nu le-ati
mai intalnit.

1. Mai jos aveti o lista cu afirmatii care descriu evenimente sigure, probabile sau imposibile.
Alegeti si bifati Tn dreptul lor varianta corecta. (Aveti un exemplu.)

Sigur Probabil |Imposibil

Ziua de miine va tine 24 de ore.

Cupa Mondiala la fotbal va fi castigata in
2010 de Brazilia.

Daca arunc cu zarul, obtin un ,.3ase”. ‘/

»Orice minune tine trei zile”.

Ajung cu masina in 10 minute de la Arad la
Timisoara.

La testul de evaluare obtin punctaj maxim.

2. Consideram sirul numerelor naturale de la 1 la 1000.
a. Cate numere gasim in acest sir care se divid la 3?

b. Céte numere gasim n acest sir care se divid la 6?

c. Dar care nu se divid nici la 2, nici la 3, nici la 5?

3. Cuvantul rob este scris cu literele R, O, B. Cautati toate permutarile sirului R — O — B.

Avem printre acestea cuvinte care au sens?



4. Tntr-o familie cu doi copii, cel putin unul este baiat. Care este probabilitatea ca al doilea copil
sa fie fata? Reprezinta toate variantele posibile n urmatorul tabel:

Primul
copil
B F

o

2 _| B

=

T 8 P

T,

Care este varianta imposibila Th conformitate cu textul?

5. Mai jos avem suma numerelor naturale pare de la2 1a 1000: 2 +4 + 6 + 8 + ... +996 + 998 +
1000. Care este valoarea acestei sume?

6. In desenul de mai jos am redat legarea in serie si legarea in paralel a componentelor.

A
[ ]
B

A B

legarea in serie

legarea in paralel

Componenta A sau B se pot defecta. Estimati probabilitatile pentru cazurile descrise mai jos:

Legarea in serie Legarea in paralel
functioneaza functioneaza

A si B defecte

A sau B defecte

A si B bune

A sau B bune

7. Pe o insula traiesc doua feluri de locuitori:
* care intotdeauna spun adevarul

* care intotdeauna mint

Am intrebat un localnic: — Tu spui adevarul?
a. Care este raspunsul localnicului?

b. Descrieti modul in care v-ati gandit.




8. Extragem la intdmplare un numar din primele o suta de numere naturale. Calculati
probabilitatea ca numarul extras sa fie numar prim!

9. Un zar are doua fete galbene, trei verzi si una neagra. Care este probabilitatea ca dupa
aruncarea zarului sa obtinem:

a. o fata galbena,

b. o fata verde,

c. o fata neagra?



Ultima parte a ghidului este o colectie de probleme, adunate pe categorii. Tn lectiile acestui
capitol vom regasi majoritatea ideilor prezentate Tnh prima parte, aplicate aici la probleme pe care
le consideram importante.

Temele capitolului 3 sunt urmatoarele :

3.1. Scheme logice

3.2. Descompuneri si recompuneri

3.3. Proportionalitate

3.4. Ecuatii

3.5. Probleme... cu probleme

3.6. Functii simple

Dintr-un anumit punct de vedere, foarte multe probleme va cer sa descompuneti si apoi sa
recompuneti lucrurile. Daca nu altceva, datele problemei cu siguranta. Veti vedea din nou
proportiile si cateva situatii de proportionalitate. Veti exersa sa reformulati anumite probleme, sa
le redati ca ecuatii si sa le rezolvati sub aceasta forma.

Tn ultima parte a capitolului veti Tnvata ce sunt functiile si cum putem modela cu ajutorul lor
anumite fenomene ale lumii care ne Tnconjoara. Pentru capitolul 3 aveti 12 ore la dispozitie si
alte 2 ore pentru evaluare si autoevaluare.
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Scheme logice
[

2 Se intampla sa...

Tn mod sigur intalniti mereu probleme, sub o forma sau alta. Unele se rezolva folosind diverse
scheme, diverse mecanisme care conduc la rezultat. Alte probleme sunt mai deosebite si
rezolvarea lor cere mai multa ingeniozitate. Este cert Tnsa ca oricare ar fi problema,
rationamentul corect si logica nu prea se pot

pune la o parte. Primul pas, si de data acesta, este sa avem un plan de rezolvare. Tn acest sens ne
pot ajuta ,,schemele logice”.

Citeste si descopera!

Alegem urmatoarea problema: spalatul hainelor cu masina automata de spalat. Aparent, acest
lucru nu este o problema. Spalam atat de des incat rezolvarea acestei sarcini se intampla
mecanic. Sa ne uitam, totusi, putin mai atent. lata ,,datele” problemei noastre

magina de spdlat, sursa de curent, sursa de apd rece,
hainele murdare, detergentul

Vom avea de parcurs unele proceduri si operatii (mai mult sau mai putin matematice). In cazul
nostru:

punerea hainelor in masina de spéalat; adaugarea
detergentului; deschiderea robinetului de apé. conectarea
la sursa de curent; alegerea programului; pornirea

In timpul prelucrarii problemei, avem de luat decizii. De exemplu:

Am sortat
hainele?

Am ales bine
programul?

Desigur, putem avea mai multe asemenea blocuri de decizie. Puteti formula alte Tntrebari asupra
carora trebuie sa reflectam? Poate legat de detergent? De duritatea apei? Altele?
Sa mai adaugam si momentul de inceput si de sfarsit:



START STOP

Astfel, problema spalatului hainelor, chiar si cu masina automata, apare SCHEMATIC, in felul

urmator:
START

I Avem: magina de spalat, sursa de curent, sursa de apa rece, hainele murdare, detergentul |

Am sortat
hainefe?

ALEGE PROGRAMUL
CORESPUNZATOR!

Am ales bine
programul?

SORTEAZA!

Punerea hainelor in magina de spalat; addugarea
detergentului; deschiderea robinetului de apa, conectarea la
sursa de curent; alegerea programului; pornirea

STOP
Comentarii

Tn realitate, spalatul cu masina merge mai usor. Ceea ce am vrut sa ilustram este mecanismul
logic, deseori ascuns sau invizibil, care orienteaza actiunile noastre si care ofera un plan de
rezolvare a problemelor cu care ne confruntam.

Exerseaza!

« Construieste 0 schema logica pentru rezolvarea urmatoarei probleme: ne-am ratacit in orasul
Berlin, dar avem harta si cunoastem limba germana. Vrem sa gasim gara centrala.

« Incearca si elaborezi 0 schema logica pentru ,,dilema prizonierului”!

« Cum ar arata o schema logica ce descrie constructia unei case de vacanta?

* Dar schema rezolvarii unei ecuatii simple, de tipul 5x = 20?




Descompuneri si

recompuneri

¢

) Se intampla sa...

A descompune ceva in componentele sale este o activitate obisnuita pentru toata lumea. Copilul
Tsi desface jucaria din curiozitate, iar tanarul, bicicleta sau motorul. De cele mai multe ori nu
descompunerea este problema, ci recompunerea, refacerea originalului. Vi s-a intamplat sa
desfaceti ceva si sa nu

mai reusiti sa 1l faceti la loc?

Citeste si descopera!

Imaginati-va un numar, de exemplu 12. Am mai vazut ca aceasta scriere ascunde puterile lui 10,
continute Tn numirul ales, in felul urmitor: 12=1- 101 +2 - 10°

Numarul 12 este compus dintr-un 10 si un 2. Oare am putea descompune acest numar (sau orice
alt numar natural) si Tn alt mod? Sa incercam doua idei noi.

1. Descompunerea in suma

Spre exemplu, 12 = 3 + 7 + 2. Incercati sa descompuneti in suma acest numar si in alte moduri,
folosind

a. doar termeni diferiti

b. si termeni care sa se repete

Cate descompuneri gasiti?

2. Descompunerea in produs

Acum, de exemplu, 12 =2 - 6sau 12 = 1 - 12 si, astfel, 12 apare ca un produs, nu ca o suma. In
acest caz, factorii n care se descompune numarul se numesc si divizori ai lui. Printre asemenea
descompuneri, cea mai importanta este descompunerea in factori primi.

Un numar natural se numeste numar prim daca, in afara lui 1 si el insusi, nu are alti divizori.
Exemple de numere prime: 2, 3, 5, 17, 31, ....

Exercitiu. Cautati alte exemple de numere prime si un mod de a verifica daca un numar este prim
sau nu.

Reluand numarul 12, el apare descompus in factori primi astfel: 12 =22 - 3

Un rezultat foarte important si celebru, cunoscut deja din vremea lui Euclid, afirma ca:

Orice numar natural se poate descompune Th mod unic Tn factori primi.

(daca ordinea factorilor nu conteaza)

Deseori avem restrictii in realizarea descompunerii unui numar. lata un exemplu:

Se poate plati suma de 130 RON folosind doar bancnote de 5 si 10 RON? Daca da, cate bancnote
de fiecare fel se vor folosi? Tncercati sa analizati ce legatura se poate stabili ntre textul de mai
sus si expresia: 5x + 10y = 130.

Expresia de mai sus este o ecuatie. Mai precis, 0 ecuatie cu doua necunoscute, notate prin X si y.
Exerseaza!

* Descompuneti in factori primi numerele: 18, 25, 44, 60 si 120.

» Descompuneti aceleasi numere in suma, in cateva moduri alese dupa preferinta.

* Rezolvati ecuatia 5x + 10y = 130.



» Cate solutii gasiti? Este perechea (6,10) solutie? Dar (10,6)?

« Gasiti solutii si pentru ecuatia 7x + 10y = 130?

Foloseste ceea ce ai invatat!

Tn geometrie, un caz tipic de descopunere — recompunere este cel al pavajelor. Tn varianta cea
mai simpla, un pavaj acopera o anumita suprafata, utilizand diverse figuri geometrice plane:
triunghiuri, patrate, hexagoane s.a.m.d., sau combinatii ale acestora. Un pavaj trebuie sa fie
placut, estetic. Exista figuri plane cu care se poate acoperi un plan fara probleme: figurile se
ating perfect, nu se suprapun si vor umple complet planul. Asa se comporta, de exemplu,
triunghiul echilateral. Raméne adevarata afirmatia de mai

sus daca folosim triunghiuri oarecare? (inainte de a raspunde, ncearca sa desenezi, s faci o
schital)

Si acum un exercitiu simplu: Baia are o forma dreptunghiulara, cu o latura de 3m si una de 2,2m.
Se poate acoperi aceasta suprafata cu placi de gresie de dimensiunile 44 x 20 cm fara sa se taie
placile? (Nu luam Tn considerare rosturile dintre placi!) Foloseste un desen, o schita ,,la scara”.

% Stial ca...?

Euclid a fost unul dintre cei mai de seama savanti ai omenirii. Cel mai important merit al sau este
elaborarea unui tratat de matematica, intitulat Elemente, care aduna in 11 volume toate
cunostintele matematice ale vremii, intr-un mod sistematic si riguros. In cartile lui Euclid se
gaseste primul sistem axiomatic al geometriei. Geometria lui Euclid a fost de foarte mare
influenta de-a lungul secolelor. O serie de ,,elemente” din Elemente se regasesc si azi in
manualele scolare de matematica.

Proportionalitate

#

) Se intampla sa...

Ati incercat vreodata sa folositi o carte de bucate sau o reteta culinara pentru un anumit fel de
mancare? Ce putem face daca reteta este formulata pentru o portie de 4 persoane, iar noua ne
trebuie de 12? Sau, dimpotriva, doar pentru 2 persoane? Cum vom calcula cantitatile necesare?
Citeste si descopera!

Avem mai jos reteta pentru budinca de carne cu sos de smanténa, cu urmatoarele ingrediente: 1
kg carne de vitel sau de purcel, 1 felie de franzela, 1 ceasca cu lapte, 75g unt, 4 oua, sare, piper,
salata si sos de smantana. Presupunem ca reteta este pentru 4 persoane. Cum vom schimba
cantitatile daca pregatim acest fel de méncare pentru 16 persoane? Vom modifica proportional
fiecare cantitate Tnmultindu-le, in cazul nostru, cu 4. Completati mai jos:




Portie de 4 persoane Portie de 16 persoane Portie de 2 persoane

1kg came

1 felie de paine

1 ceasca cu lapte

75g unt

4 pua

Daca ati calculat, sa observati ca toate cantitatile s-au modificat de acelasi numar de ori, adica in
mod proportional. Reteta presupune ca ingredientele sunt intr-un anumit raport: daca crestem
cantitatea de carne, va creste si cantitatea de oua — de exemplu — de acelasi numar de ori.
Asemenea cantitati sunt considerate direct proportionale. Sa vedem un alt exemplu! Presupunem
ca pentru a ajunge in localitatea X avem nevoie de 3 ore, daca viteza medie a miscarii este de 60
km/h. Ce se va intampla daca viteza medie creste la 90 km/h? Va creste si timpul necesar pentru
a parcurge acest drum? Viteza s-a marit de 1,5 ori si, tocmai din aceasta cauza, timpul s-a
micsorat de acelasi numar de ori. Un asemenea raport se numeste proportionalitate inversa. Tn
cazul Tn care vrem sa facem calcule cu cantitati direct sau invers proportionale, avem la
indemana regula de trei simpla. Simplificand lucrurile, sa reluam exemplele de mai sus. Avem
schematic:
4 persoane ................. 75 g unt
16 persoane ................. X g unt
ceea ce exprima, Tn exemplul acesta, ca ne-am Tntrebat ce cantitate de unt este necesara daca
pregatim mancare pentru 16 persoane. Daca proportionalitatea este directa, vom avea x = (16.
75) / 4 = 300 (g unt). Cresterea numarului persoanelor de 4 ori duce la cresterea cantitatii tot de 4
ori. Altfel spus, avem:

4/16 = 75/x, de unde x = 300.
Exerseazal
» Ce inseamna viteza medie? Dar media vitezelor? Puteti gasi cateva exemple?
» Cum am putea exprima schematic situatia din a doua problema? Care proportie este corecta:
3/x =60/90 sau 3/x = 90/60?
» Calculati valoarea lui x din aceste proportii si interpretati rezultatele obtinute. La ce trebuie sa
fim atenti Tnainte de calculul necunoscutei la regula de trei simpla?
Foloseste ceea ce ai invatat!
Am intélnit deja proportionalitatea in modulul intitulat Forme, la lectiile referitoare la asemanare.
De exemplu, doua triunghiuri sunt asemenea daca laturile lor sunt proportionale si unghiurile
congruente, doua cate doua. Un alt caz tipic este ilustrat prin exercitiul de mai jos:
La o lucrare avem alocata suma totala de 1800 RON. Aceasta suma trebuie impartita in mod
proportional, in functie de volumul de munca efectuata, intre trei muncitori. Primul a lucrat 5
parti din lucrare, al doilea muncitor 3 parti, iar cel de-al treilea doar o parte. Cati se cuvine
fiecarui muncitor?
Incercati sa rezolvati aceasta problema folosind ca punct de plecare urmatoarea relatie, care
exprima proportionalitatea: x/5 = y/3 = z/1, unde X,y si z inseamna sumele pe care le vor primi



cei trei muncitori. (Profesorul va va ajuta sa prelucrati informatiile si sa ajungeti la rezultatul
cautat!)
Explicati de ce vom imparti 1800 la 9.

©  stiai ca...?

O proportie cu totul speciald este cea din ,sectiunea de aur”. In prezentarea cea mai simpla,
aceasta valoare apare atunci cdnd avem un segment de dreaptd, cu un punct pe el, agezat in
asa fel incat lungimea segmentului intreg comparat cu lungimea segmentului mai mare sa fie
aceeasi valoare ca si lungimea segmentului mai mare comparat cu lungimea segmentului mai
mic. Pe desen este mult mai simplu:

A C B AB/AC = AC/CB

4

d

) Se intampla sa...

Am vazut in lectiile precedente ca multe probleme se reduc la cautarea unei (unor) cantitati
necunoscute. Diferitele situatii Tn care ne pune viata cotidiana se rezuma la cautarea, punerea
unor intrebari adecvate si gasirea raspunsurilor la acestea. Raspunsurile sunt, foarte des, diverse
marimi exprimabile prin numere.

Tntrebarile noastre se pot exprima in multe situatii pe cale formala, sub forma unor ecuatii.
Citeste si descopera!

lata un prim exemplu clasic:

Suntem proprietari la un mic magazin de haine. Se apropie perioada reducerilor de preturi si ne
decidem sa reducem pretul unui costum cu 25%. Dupa putin timp hotardm sa majoram pretul, tot
cu 25% din pretul actual, si astfel costumul va costa 320 RON. Ce intrebare vom pune in mod
firesc? Probabil ne

intereseaza daca pretul actual este mai mare sau mai mic decét pretul initial. Notam pretul initial
cu X. Reducerea cu 25% din acesta face ca noul pret al costumului sa fie 0,75x. (De ce?) Daca
acesta se va mari cu 25% din el, vom putea scrie pentru pretul final:

0,75x + 0,75x - 0,25 = 320.

Aceasta expresie este 0 ecuatie, cu necunoscuta x.

Rezolvarea ecuatiei inseamna gasirea acelor valori ale necunoscutei (x, Tn cazul nostru) pentru
care egalitatea este adevarata. (Observati ca pentru un numar ales la intdmplare n locul lui x
egalul nu este corect!) Nu orice ecuatie are o forma atat de simpla. Spre exemplu: Pardoseala baii
este de 16 m2 si vrem sa 0 pavam cu 64 de placi de gresie de forma patratica. Cat de mare
trebuie sa fie placile de gresie?




Care este intrebarea, ce cautam? Dar datele problemei? Ne ajuta si acum o notatie pentru
necunoscuta? Ce vom nota si cu ce litera? Cum transcriem problema noastra intr-o ecuatie?

Exerseaza!

* Rezolvati ecuatia din primul exemplu. Cereti ajutorul profesorului si fiti atenti la ordinea
operatiilor.

» Observati intrebarile din exercitiul al doilea. Retineti ca asemenea ntrebari trebuie sa formulati
singuri in rezolvarea problemelor!

« Rezolvati acum ecuatia 64 x2= 16. Cate solutii obtinem? Cate solutii corespund situatiei
problema care a condus la ecuatie?

« Incercati sa rezolvati urmatoarele ecuatii pentru a exersa tehnicile de rezolvare:
a.2Xx+45=x+6,3

b) 5(3x — 1) = 15x

c) 3x2 =27

Analizati numarul solutiilor acestor ecuatii! Va amintiti de proportiile din lectia precedenta?
Deseori, avem 0 necunoscuta intr-o proportie, adica o ecuatie. Cét este valoare lui x din proportia
x/5 = 3/7?

Foloseste ceea ce ai invatat!

Tn problemele reale avem, de regula, mai mult decét o necunoscuti. Problema reformulati in
limbajul ecuatiilor va necesita mai multe ecuatii pentru gasirea necunoscutelor. Astfel, avem de-a
face cu sisteme de ecuatii. lata un exemplu pentru un sistem de ecuatii foarte simplu:

5 kg de detergent de doua calitati diferite costa 76 RON. Primul fel de detergent are pretul de 16
RON, iar al doilea tip costa 14 RON. Se intelege de la sine ca ne vom intreba cate kg de
detergent avem din fiecare fel. Ne-ar ajuta notatiile si in aceasta problema? Céate necunoscute
cautam? Ce vom nota cu litere si ce simboluri sa folosim? Si tot asa, sirul intrebarilor poate
continua. Cu cat intrebam mai mult si mai pertinent, cu atat vor creste sansele de rezolvare a
problemei.

O rezolvare: notez cu x cantitatea de detergent de primul fel si cu y cantitatea de al doilea fel.
Atunci:

X+y=5

16x + 14y =76

Ecuatiile considerate Tmpreuna formeaza un sistem de ecuatii. Rezolvand acest sistem
(profesorul va va arata cum!), primim pentru x valoarea 3 si pentru y valoarea 2. Interpretati
rezultatul obtinut si reflectati daca solutia este acceptabila sau nu.

D  stiai ca...?

Solutia sistemului se poate reprezenta intr-un sistem de axe de coordonate, cu conditia ca
valoarea lui x sa fie masurata pe orizontala, iar a lui y pe axa verticala. Astfel, solutia ne
furnizeaza un punct geometric. Acest punct este tocmai intersectia celor doua drepte descrise mai
sus de ecuatiile sistemului.

Ganditi-va geometric:

« doua drepte se intersecteaza intotdeauna?




« pot doua drepte sa coincida?

yA

0 %

Altfel: cate solutii poate avea un sistem de ecuatii? Incercati sa analizati cazurile posibile si sa
cautati exemple pentru ceea ce gasiti.
Exercitiu suplimentar: Cautati alte exemple de sisteme de ecuatii si incercati sa le rezolvati!

Probleme... cu probleme

f

) Se intampla sa...

Tn lectia aceasta vom Tncerca sa studiem céteva probleme mai deosebite. Asemenea probleme
sunt, de fapt, exercitii de gandire, de rationament si de decizie. Chiar daca nu le intalnim sub
aceasta forma n viata de zi cu zi, indirect, ele ne sunt de mare folos. Multe din ele se pot aduna
n clase de probleme.

Citeste si descopera!

1. Din motive de simplitate, ne referim la miscarea uniforma, adica la situatia cand viteza
miscarii raméane neschimbata. lata situatia: Pe un fluviu, un vapor parcurge o anumita
distanta in 4 ore, in sensul curgerii apei. Invers, impotriva curentului apei, acelasi drum ar
tine 4 ore si 20 de minute. Putem Tntreba mai multe lucruri, dar este firesc sa ne punem
problema n cét timp ar parcurge aceeasi distanta o pluta care se deplaseaza cu viteza
apei?

Inainte de cautarea unei rezolviri, incercati sd va formulati un plan, sd puneti intrebiri ajutatoare,

si cdutati aseménari ale problemei cu altele pe care poate le-ati mai vizut.

Tnca ceva: nu atat rezultatul este interesant si important, cat modul in care ajungem la el! Notam
viteza proprie a vaporului cu v, iar viteza apei cu va. Exprimam drumul parcurs, care este acelasi,
si egalam expresiile astfel obtinute:

4.(v +va) = 13/3-(v — va).

De aici primim v = 25 va, iar asta Tnseamna ca timpul necesar pentru ca pluta sa parcurga
distanta este de 104 ore.

Discutati n clasa rezolvarea acestei ecuatii. Interpretati rezultatul obtinut!



2. Un alt caz pe care 1l prezentam este legat de amestecuri si aliaje. Spunem ca titlul unui aliaj
este raportul dintre masa metalului pretios din acel aliaj si masa totala a aliajului. Problema
noastra este urmatoarea:

Un aliaj de aur si cupru cantareste 20g si are titlul de 0,850. Céat aur ar trebui sa adaugam
aliajului pentru ca acesta sa aiba titlul de 0,950? Puteti folosi notatii, ca si in problema
precedenta. Reformulati problema folosind ecuatii.

3. Tnca un exemplu:

Avem 3 obiecte pe care vrem sa le impartim la 2 persoane, dar fiecare dintre acestea trebuie sa
primeasca cel putin un obiect. Tn cate moduri se poate face acest lucru? Pentru rezolvarea acestei
probleme va propunem sa incercati metode euristice. Mai simplu: gasiti un mod de a numara
variantele, folosind o schita sau orice alta metoda prin care va puteti organiza aceasta munca de
cautare. Si din nou: puneti intrebari si raspundeti la ele. De exemplu: Care 2 obiecte din acele 3?
Tn cate moduri putem alege aceste 2 obiecte din obiectele date? Convingeti-va astfel ca nu atét
raspunsul este greu de dat la o Tntrebare, ci mai degraba formularea insasi a intrebarii!

Exerseaza!

» Descompuneti numarul 24 n factori primi. Gasiti toti divizorii numarului 24.

* Rezolvati problema 3 de mai sus lucrand in perechi. Comparati raspunsurile gasite si alegeti
raspunsul corect.

Foloseste ceea ce ai invatat!

Multe probleme se leaga de jocuri. Un joc strategic presupune — asa cum s-a mai vazut — o serie
de decizii si rezolvari de probleme. Va propunem un exemplu, un joc pe care il puteti incerca
chiar si Tn clasa. Jocul se numeste puncte si linii si se joaca in doi, pe o retea de 4 x 4 patrate, asa
cum se vede pe desenul alaturat. Folositi in joc doua culori!

Regula jocului: fiecare jucator deseneaza, pe rand, cu culoarea sa, o linie orizontala sau verticala,
unind doua puncte alaturate ale retelei. Daca o celula (patratel de 1 x 1) are toate laturile de
aceeasi culoare, se coloreaza si in interior si respectivul jucator primeste o mutare in plus. Mai
multe celule alaturate si de aceeasi culoare formeaza un lant. Castiga cel care realizeaza mai
multe patrate colorate cu culoarea sa.

Jocul este aparent simplu, dar strategia de castig este o problema destul de complicata,
neelucidata complet.



D | stiai ca...?

Exista in matematica multe probleme nerezolvate. Un caz celebru este al numerelor prime
gemene. Numerele prime gemene sunt perechile de numere prime de forma (p, p + 2). De
exemplu: (3, 5) sau (29, 31). Gasiti si alte exemple de perechi de numere prime gemene?
Problema la care ne referim afirma ca exista o infinitate de perechi de numere prime gemene.

Mai exact, se intreaba daca este asa sau nu, deoarece nu se cunoaste o rezolvare a acestei
conjecturi.
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) Se intampla sa...

VVom face acum cunostinta cu ideea de model si modelare, prin exemplul relativ simplu al
functiilor. Cuvantul functie este utilizat si in vorbirea curenta. Spre exemplu, spunem ca
,,adaptam viteza masinii in functie de conditiile de drum”. In matematica, insa, expresia are un

nteles bine precizat. De altfel, notiunea de functie este una dintre cele folosite in matematica.
Citeste si descopera!

Lumea Tn care traim este plina de relatii si corespondente. Multe dintre acestea au fost

recunoscute de oameni si folosite in incercarea lor de a intelege si modela realitatea. Sa
observam cateva exemple:

Codul numeric | |
rsonal: [
§721117040034 1 |

Este vreo corespondenta intre individ si codul lui numeric personal? Sau intre masina si numarul
de Tnmatriculare?

Exerseazal



Cautati cat mai multe asemenea exemple, in care exista o corespondenta intre elementele a doua
multimi. ldentificati aceste multimi si descrieti in cuvinte relatia sau corespondenta pe care 0
descoperiti. Putem reda prin desen, simplificand lucrurile, cel putin doua situatii diferite:

Care sunt deosebirile ntre aceste doua situatii? Analizati cu atentie multimile si relatiile dintre
elementele lor. Sagetile simbolizeaza corespondenta intre elemente. Desenul din figura 1 nu
reprezinta o functie, pe cand desenul 2 da! Putem vorbi despre functie daca: fiecarui element
dintr-o multime i se asociaza un singur element dintr-o altda multime n baza unei legi sau a unei
reguli de asociere.

Daca multimile sunt A si B, iar regula de corespondenta este f, putem scrie formal f: A - B,
ceea ce reprezinta functia despre care vorbim. Multimea A se numeste domeniul de definitie, iar
B este domeniul de valori.Avem functii in primele exemple? Dar in cele gasite de voi in primul
exercitiu?

Foloseste ceea ce ai invatat!

De cele mai multe ori — cel putin Tn matematica — corespondenta se face intre multimi de numere.
Daca aceste multimi sunt tocmai multimea R a numerelor reale, atunci functia Se mai poate pune
n evidenta si printr-un grafic. Nu e nevoie decat de un sistem de axe de coordonate xOy, asa
cum l-ati intélnit in modulul 3.

lata un asemenea grafic:

f(x) 4
f(x)=2x+1

/1
72/ To >

De pe grafic putem citi cu usurinta corespondenta realizata prin functie, putem vedea ce valoare
Ti corespunde unui anumit x ales de pe axa orizontala.

Simbolic, scriem f: R - R, f(x) = 2x + 1.

Din nou exercitii:

» Multimea A are 3 elemente, iar multimea B are 4. Céte functii diferite putem avea definite pe A
cu valori in B? Aceasta este o noua problema de numarare. Sa ne imaginam ca elementele
multimii B sunt patru cutii goale, n care vom aseza cele trei elemente ale multimii A, in toate
modurile posibile.




T

Astfel, numarul total al functiilor este, in cazul nostru, 43
» Cate functii de tipul f: A - B avem daca ambele multimi au, de exemplu, 5 elemente?
» Cate functii exista in cazul general, cand multimea A are n elemente, iar B are m elemente?

D  stiai ca...?

Ati vazut vreodata pe coperta din spate a unei carti ISBN—ul atasat cartii respective? V-ati
ntrebat ce reprezinta acest ISBN (International Standard Book Number)? ISBN este un cod de
10 cifre (simboluri) care descrie si identifica respectiva carte, adica respectivul titlu. Fiecare cifra
sau simbol ofera o anume informatie despre tara unde este editata cartea, editura, tipul publicatiei
s.a.m.d.

Autoevaluare @Il

Problemele si exercitiile care urmeaza va vor ajuta sa evaluati modul in care ati inteles cele mai
importante idei din capitolul 3. Cititi atent intrebarile, reflectati asupra lor si, Tnainte de
rezolvare, construiti-va un plan.

1. Descompuneti in factori primi numerele 64, 120 si 84, apoi in suma de cate 7 termeni fiecare.
2. Recompuneti numerele 64, 120 si 84 in urmatorul fel:

2X + 3y =64

X+ 5y =120

2X + 6y = 84

3. Pe un flacon cu detergent scrie: 2 1 =81

(I''nseamna litri). Este corecta aceasta egalitate? Ce vrea ea sa exprime?

4. Rezolvati ecuatiile de mai jos:

a)2x=6; b)3x+1=16; c)x+12=12; d)1971-x=1; e)x/4=11

5. Amestecam 10l de benzina cu pretul de 3,5 RON/litru, cu 201 de benzina cu pretul de
3,7RON/litru. Obtinem 30l de benzina. Céat costa un litru din acest amestec?

6. Sa presupunem ca asociem unor semne Tntelesul cuvintelor, dupa cum urmeaza:

1} — soare; & — canta;

v — bronzat: & — barbat:

A — munte: # — cAarare.

Construiti cateva ,,propozitii” tolosind acest cod. Un exemplu:

A & ¥ va insemna ,.barbat — cdnti — soare”, adicd ,un barbat cidnta la soare”.

7. Scrieti alfabetul si numerotati ordinea literelor. Redati cuvintele de mai jos prin siruri de
numere care reprezinta ordinea literelor din cuvantul respectiv. (De exemplu, la cuvantul ac
corespunde 13, din moment ce a este prima litera a alfabetului, iar c este pe locul 3.)



bar e

deviz e
taraon e
motor —

8. Asezati in ordine logica urmatoarele operatii:

* tipareste;

» conecteaza la curent;

* deschide documentul;

* deschide calculatorul;

* pune hartie 1n tava,

* verifica.

9. O carte este scrisa de trei autori. Primul a scris 4 capitole, al doilea 2 capitole, iar al treilea
autor doar un capitol. Capitolele sunt la fel de mari. Cartea a produs un céstig net de 2800 RON.
Cum ar trebui sa Tmpartim corect aceasta suma intre cei trei autori?

10. Textul care urmeaza este o reteta pentru o portie de 4 persoane. Ingrediente: 3 morcovi, 1
patrunjel, 2 legaturi tarhon, 3 linguri ulei, 1 lingura faina, 3 linguri smantana, 1/2 lingurita boia
dulce, 2 linguri orez, 1 ou, 1/2 | bors, 1,5 | apa. (Reteta este pentru bors de tarhon)

a. Modificati cantitatile de ingrediente, in mod proportional, pentru o portiede 20 de persoane.
b. Ne pregatim de nunta. Ce cantitati vom folosi pentru 100 de persoane?

12. Construiti un dreptunghi folosind echerul, astfel incét laturile dreptunghiului sa respecte
proportia de aur. Pentru aceasta, folositi valoarea aproximativa a acestui raport: 1,6. (Valoarea
exacta se poate doar aproxima, numarul care exprima sectiunea de aur este irational.)

13. Reprezentati grafic, intr-un sistem de axe de coordonate, temperaturile unei saptaméni, in
functie de zilele in care acestea au fost inregistrate. Valorile sunt, in ordine: 7°C, 5°C, 7°C, 8°C,
4°C, 3°C, 6°C.

Uniti punctele obtinute cu segmente de linii drepte si interpretati desenul astfel construit.



